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2 Sintesi di tutti i passaggi

Programmazione Lineare & Modellazione

SBAGLIATO Corretto
formulazioni NON LINEARI!!! Vincoli Domini

if 2y > 0 then 22 =0 nand(yi, y2) rire =0 ry < My, xy,x2 >0
and yiy2 =0 T3 < My; y1.y2 € {0, 1]

if 23 > 0 then 21 =0 Yty <1 (M — o0)
ifx>0theny=1 (x>0)—=(y=1) z(l—y)=0 < My z =0,y e{0,.
y=loryp=1 Y1V ys Q—y)I—3p)=0] m+yp>1 | pypec{ll]
y1=land yp =1 Y1 Aye yiy2 =1 yity=2 | yi,u€{0,1]
yi=lonlyify, =1 Y1 — Yo yi(l—gy) =0 n <y y1.y2 € {0, 1]
yr=Llonlyify =0 Yy~ yiy2 =0 y1 < (1 —92) | wi.y2 €{0,1)
Yy =1 xoryo=1 1 F Y2 mty=1 | y,ye {01

ete. ete. ete.

Queste formulazioni sono semanticamente corrette ma

NON ACCETTABILI

in un modello di programmazione lineare

ete. ete. ete.

Queste formulazioni sono
corrette a patto di
- SPECIFICARE I DOMINI
- ATTIVARE le var. logiche

Modelli inseriti a livello indicativo (non servono per risolvere tutti i modelli, ma a seconda della natura del
problema, servono per ricordarsi “che ci vogliono dei vincoli aggiuntivi non esplicitamente presenti nel

problema”, da mia esperienza):

Modelli di copertura di costo minimo

min E Ciz;

icl

s.t.
N Ajr > D; vied
iel
neRy[Zy | {0,1}] Viel

dove

1 insieme delle risorse da acquistare;

J insieme delle domande da coprire;

C; costo (unitario) per I'utilizzo della risorsa i € [;
D; ammontare della domanda di j € .J;

A;; capacita (unitaria) della risorsa i di soddisfare la domanda j.

Modelli di trasporto

min E E Ciyry

el jed
s.t.
Z:.";;jSO, Viel
FeJ
Z.’J’.Tij = DJI V} eJ

il
z; €Ry [Zy [ {0,1}] Viel jeld
dove

I insieme dei centri di offerta;

J insieme dei centri di domanda;

costo (unitario) per il trasporto dai e I a j € J;
(O; ammontare dell’'offerta in i € [;

D; ammontare della domanda in j € J.

Modelli di mix ottimo di produzione

dove

o o~

max g Pix;

el

Z Az < Q;
icl
s eR [Z, |{0,1}] Viel

s.t.
vield

insieme dei beni che possono essere prodotti;
insieme delle risorse disponibili;

profitto (unitario) per il bene ¢ € I;

@Q; quantita disponibile della risorsa j € J;

A;j quantita di risorsa j necessaria per la produzione di un'unita del bene i.

Considerando gli esempi sopra proposti, rientrano in questo schema i problemi di
assemblaggio di telefonini e del contadino.

Considerando gli esempi sopra proposti, rientra in questo schema il problema del

trasporto di frigoriferi.

Scritto da Gabriel

Modello multiperiodale

L’effetto di variabili in vincoli precedenti
“ritorna” in quelli successivi.

[cfr. Piani di investimento nelle dispense]

Ta+ o < 10000 (anno 1)
Tao + Tpo + xoe < 10000 — x4 — (anno 2)
Tag+ gy < 10000 +0.4x4) — 251 — Taz — Tp2 — T2 (anno 3)
Tag < 10000 4+ 04247 +0.72p; + 042 as — Tpy — Teo — Tag — gy (anno 4)
zps < 100004+ 04xa1 + 072 + 04240 + 0.T2p2 + 04243+

— Ty — TRy — T a4 (anno 5)
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Logic to algebra

Statement Constraint
ﬁPl 61 =0
) Yy >
:‘;1 X\’;fz 21 I 22 — i To enforce "if £ = 0 theny = 1" use
P1/\Pg 51:1,52:1 x
—(PyV P2) 010=0,0,=0 21—
P1 —— PQ 61 < (52 (equivalent to: (“P]) v PQ)
P1 — (“PQ) 51 + 62 S 1 (equivalent to: “(P] N Pg))
P1 — P2 51 = 62

le(PQ/\Pg,) 513(52,(51S(S3
P1=(P2\/P3) (513(52+(53
(Pl/\Pz):Pg, 61+(5231+(53
(PLVP) = P3 01 <83 0,< 83
Plf\(Pz\/P3) 51:1,(52+(5321
PV (P2 A P3) di+0>1,0+d2>1

20-17

Il prof ci tiene particolarmente alla modellazione; fare bene questi esercizi, concentrandosi su questi passi
in questo ordine.

Per i 6 crediti (cio vuol dire peri 7 si):

No vincoli spuri
- No dimensionamento variabile big M
- No esercizi dello zaino 0-1

Passi (occorre ragionare in termini di decisioni da prendere):

1) Individuare quali sono le decisioni da prendere per risolvere il problema, ossia dobbiamo definire le
variabili decisionali
a. Queste variabili possono essere ad uno o a due indici; per esperienza, spesso, le variabili a
due indici fanno danni; meglio mettere piu variabili ad un indice. Preferibile mettere a due
indici quando e evidente dal problema che servono entrambe le colonne di una tabella
b. Attenzione anche alla scrittura dei vincoli; “indipendentemente da” fa capire che,
probabilmente, avremo bisogno di una variabile ad indice solo e non due o dipende dal
contesto
2) Scrivere la funzione obiettivo
3) Scrivere almeno uno degli altri vincoli, preferibilmente non gli ultimi. Almeno uno/due tra i primi
aggiuntivi si scrivono subito
a. A detta stessa del prof, almeno uno o due di questi servono per aiutare nella scrittura del
modello
4) Scrivere il resto dei vincoli, considerando che:
a. Sesiha ache fare con vincoli logici del tipo “posso decidere se fare la cosa X” va inserita
una variabile binaria
i. Questa variabile va legata ad una variabile normale per fare in modo stia in piedi.
ii. Solitamente questo avviene con la forma big-M = x; < My;

1. Essiservono a linearizzare un modello evitando i termini guadratici

(moltiplicazione o somma di piu termini singoli)
b. Sipossono avere diversi casi notevoli, quali:
i. Costifissi:

1. In questo caso, va aggiunto un termine moltiplicativo a tutte le variabili
decisionali legate per quantita e si crea una variabile decisionale apposita
per costo fisso

ii. Almeno:
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1. Sevincolo logico, usare “insieme di variabili logiche >= numero” e legare le
variabili con vincolo di big-M nel modo x; = M * y;
2. Sevincolo normale, usare “variabile decisionale >= numero”
iii. Al massimo:
1. Sevincolo logico, usare “insieme di variabili logiche <= numero” e legare le
variabili con vincolo di big-M nel modo x; = M * y;
2. Sevincolo normale, usare “variabile decisionale <= numero”
iv. Esattamente:
1. Sevincolo logico, usare “insieme di variabili logiche = numero” e legare le
variabili con vincolo di big-M nel modo x; = numero * y;
v. Penalita/Sconto
vi. Scelgo di pagarla, pertanto sara una variabile binaria legata a variabili logiche gia
presenti e poi aggiunte in funzione obiettivo
vii. Budget
1. Variabili decisionali <= budget
viii. Capacita:
1. Variabili decisionali <= cap. minima
2. Variabili decisionali >= cap. massima
5) Scrivere i domini considerando che
a. Al90% le variabili sono intere
b. Si mettono delle variabili reali qualora ci fossero frazioni/radici

Consigli ulteriori:

- sesista scrivendo un vincolo ma non si riesce a capire come scriverlo, probabilmente puo essere
scritto in maniera piu semplice, anche ripensando le stesse variabili. A me aiuta molto cercare di
semplificare e considerare i punti detti.

Simplesso: Esercizi pratici
Si porta in forma standard, cioe

Funzione obiettivo

o Se e max diventa min e cambio tutti i segni; se € gia min non si cambia nulla
- Vincoli di uguaglianza - Aggiungo le variabili di slack e la disuguaglianza diventa uguaglianza
o Sesiha < lavariabile di slack viene aggiunta come positiva
o Sesiha = la variabile di slack viene aggiunta come negativa
- Variabili non negative (vincolo < 0) = Aggiungo variabile positiva e cambio il segno a tutte le
occorrenze della stessa variabile (il dominio € nella forma X, = —x;, X, = 0)
- Termini noti non negativi = Se un termine noto & negativo, cambio segno a tutta la disuguaglianza

Si eseguono i calcoli, ricordandosi che si devono scrivere alla fine dei passaggi di pivoting per I'iterazione
corrente di simplesso, le variabili in base (cio&, x; nella riga corrispondente alla posizione che si sta
attualmente calcolando). Si esegue il pivot rispetto alla colonna individuata nel tableau precedente
(operazioni di somma/prodotto, etc.)

Imposto i tableau, ricordando che ogni volta mi chiedo:
- Einforma canonica rispetto alla base corrente? Basta avere le colonne (anche sparse/non in
ordine) della matrice identita nel tableau rispetto agli elementi della base
o Es.selabase & [x4, x5, x6] allora avro gli 1 in corrispondenza di questi elementi in colonna
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- Eammissibile? © Tutti i b devono essere positivi (se parto da una base ammissibile, rimango
sempre in base ammissibile; mai dire che & impossibile)
- E ottima? = Devo avere tutti i costi ridotti > 0 (in altri termini, tutte le variabili fuori base hanno
costi ridotti >= 0)
- Eillimitata? = Mi trovo ad avere un coefficiente nella riga R, dei costi ridotti con tutti i valori
negativi sotto nella stessa colonna (in altri termini, tutte le variabili in base hanno costi ridotti <= 0)
- Entrain base? = La variabile costo ridotto negativo di indice minimo (Bland); si va per ordine
posizionale di indice
o Es.se devo scegliere tra x, e x, scelgo x, per ordine posizionale di indice
- Esce dalla base = La variabile che ha rapporto minimo prendendo in colonna la variabile entrante e
facendo i rapporti minimi. Come prima, si prende la variabile di indice minimo posizionale (Bland)
o Es.seentrain base x, prendo considero tutti i rapporti tra la variabile della colonna di be
gli elementi di questa, quindi argmin su tutta la colonna di x, e gli elementi in riga
corrispondenti
- Ricordarsi che si sostituisce una variabile entrante/uscente esattamente nella posizione da cui &
stata tolta
o Es.sedaxq,x,, x5 tolgo x, per far entrare es. x3, I'ordine rimane x4, x3, Xs5)

Ad ogni passaggio, eseguo il pivoting ogni volta prendendo in colonna la variabile che esce e in riga la
variabile che entra.

Quando trovo la soluzione, considero che & tutta la colonna b in cui prendo il valore della funzione obiettivo
(solitamente —z e cambio segno per questo motivo); normalmente, il suo valore migliora (o non peggiora)
tra i passaggi) e come vincoli dobbiamo fare delle precisazioni, riferite al problema di partenza (noilo
convertiamo in forma standard) ed esclusivamente alle variabili di slack:
- lvincoli laschi, nel momento in cui abbiamo una variabile di slack > 0
o Sidice anche “soddisfatti col minore/maggiore stretto nella soluzione ottima”
- lvincoli saturi, nel momento in cui abbiamo una variabile di slack pari a 0 (uguale a 0)
o Sidice anche “soddisfatti all’'uguaglianza nella soluzione ottima”

Nella scrittura della soluzione, si deve considerare che nel tableau abbiamo —z, dunque va invertito il
segno. Poi, si scrivono tutte le variabili (es. ho 7 variabili e scrivero (x4, x5, X3, X4, X5, X6, X7) cOn rispettivo
valore (positivo se in base, quindi guardo quello che sta in b,, 0 altrimenti se fuori base sara pari a0,
distinguendo opportunamente tra saturi e laschi).

Si puo inoltre dire che “per verifica, i valori della funzione obiettivo e il modo di soddisfazione dei vincoli
possono essere controllati sostituendo i valori delle variabili nella formulazione originaria”.

Se si parte da un problema di massimo > la soluzione € zy 4y = —Zy;n. Esempio: soluzione del problema é

z = 5/2. La soluzione considera —z, quindi sara —5/2. Questa pero € appunto Zyax = —Zyy =
5\ _5

-(=3)=3

Info pratiche:

- llimitato = Tutta colonna sotto un costo ridotto <=0
- Degenere = La f.0. mantiene stesso valore (non aumenta e rimane con valore uguale)
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Domande teoriche sul simplesso

- Individuazione basi ottime senza operazioni di pivot
o Basta vedere dove sono gli 1 della matrice identita e dove ci sono costi ridotti non negativi
[quindi, sia uguali a 0 che maggiori] e scegliere come base quella che ha i coefficienti pil a
sinistra

- Scrivere la soluzione di base corrente e dire se € ottima.
o Bastaindividuare il valore di z (ricordandosi che & —z) e scegliere come base la prima per i
coefficienti sparsi della matrice identita (ciog, se ho piu coefficienti tra i quali poter
scegliere per capire la base, scelgo quello piu a sinistra)

- Stabilire, SENZA EFFETTUARE LE OPERAZIONI DI PIVOT, quale sara il valore della funzione obiettivo
alla fine della prossima iterazione del simplesso. GIUSTIFICARE LA RISPOSTA!
o Usiamo la regola di Bland per selezionare la variabile entrante ed eseguiamo il solito
rapporto minimo tra b, e il punto della variabile entrante
=  Se si ha un rapporto minimo pari a 0, la f.0. non migliora
= Sesi ha un rapporto minimo in cui il minimo elemento & positivo, basta eseguire il
prodotto tra il coefficiente individuato dall’operazione di rapporto minimo e il
costo ridotto della stessa colonna.
(coefficiente Ry riga costi ridotti * coef ficiente rapporto minimo) =
valore rapporto minimo
= Successivamente, si esegue una somma algebrica con il valore della funzione
obiettivo (solitamente, si ha —(valore f.0.) — (valore rapporto minimo)
= || costo sara negativo di solito della f.o.; & tutto normale, dato che vuol dire che
migliora con la successiva iterazione (se non & degenere, naturalmente)

- Alla fine della prossima iterazione sara cambiata la base corrente: sara cambiato anche il vertice del
poliedro associato alla nuova base? GIUSTIFICARE LA RISPOSTA!

o Per calcoli, si ragiona che si effettua una sottrazione tra b, e 8 (valore riga x;), per tutte le
variabili in base. In base alla regola di Bland e rispetto a chi esce dalla base e letteralmente
rifacciamo lo stesso calcolo rispetto alla variabile che entra in base, tenendo le altre.
Capiamo cosi se | vertice & cambiato o meno.

o Letteralmente, se ho due variabili con stesso rapporto minimo, allora so che I'iterazione
sara degenere e il vertice del poliedro non cambia valore

o Seinvece non ho due variabili con rapporto minimo, allora I'iterazione non sara degenere e
quindi il vertice del poliedro cambia valore; questo succede perché si ha una variabile a
costo ridotto negativo che consente di migliorare la base corrente.

- Riusciamo ad individuare una soluzione di base corrispondente? Quale?
o Il tableau e in forma canonica e individuo come soluzione di base una tra quelle in cui si
hanno i coefficienti della matrice identita. Inoltre, occorre dire quanto vale z e quanto vale
x (cioe, quanto valgono tutti i coefficienti dentro e fuori dalla base ammissibile)
o Perché non e ottima?
= Non sappiamo se sia ottima, avremo dei coefficienti di costo ridotto negativo
(condizione sufficiente ma non necessaria per ottimalita)
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o Eottima?
= Bastera avere tutti coefficienti di costo ridotto positivo; in altri termini, tutte le
variabili fuori base hanno costi ridotti positivi

- Perché la teoria del simplesso non consente I'operazione di pivot sull’elemento X?

o L'operazione non & consentita, in quanto quell’elemento non corrisponde al rapporto
minimo

o Inaltre parole, la variabile corrispondente alla colonna su cui si trova I'elemento riquadrato
su cui non si puo fare pivot, assumerebbe un valore tale da portare a 0 la corrispondente
variabile alla riga su cui si trova I'’elemento riquadrato su cui non si puo fare pivot con un
valore troppo alto per soddisfare i restanti vincoli e le altre variabili dovrebbero assumere
valori negativi

- Suquali elementi & possibile effettuare il pivot secondo le regole del simplesso
(indipendentemente da regole anticiclo)?
o Prendendo come elementi la variabile che entra e la variabile che esce a prescindere da
Bland, quindi letteralmente tutte le variabili che per riga/colonna corrispondono al
rapporto minimo

- Considerando le variabili ordinate per indice crescente, quale sara il cambio base secondo le regole
del simplesso e applicando Bland?
o Siconsiderano le regole dette (variabile che entra/variabile che esce secondo quanto
scritto sopra) e poi prendo le variabili con indice posizionale minore (secondo Bland)

- (Non una domanda teorica, ma presente negli esercizi di calcoli del simplesso); in base a quale
teorema & possibile determinare direttamente il valore della soluzione ottima?
o Seil problema primale ¢ illimitato
= il problema duale & inammissibile (corollario del teorema della dualita debole)
o Seil problema primale ammette soluzione ottima
= || corrispondente problema duale ha soluzione ottima finita e i valori coincidono
(teorema della dualita forte)

- Supponiamo di effettuare un cambio base in cui entra in base la variabile X: perché la soluzione di
base ottenuta a seguito di questo cambio base € sicuramente degenere?
o In questo caso, avremmo X righe corrispondenti al rapporto minimo, pertanto avremo che
almeno una esce dalla base con valore 0, mentre le altre Y assumeranno valore 0
rimanendo in base.

In limitati casi potrebbe essere che venga indicato di risolvere il problema di PL partendo da una base.
Quello che sifa e:

- Portare il problema in forma standard
- Considerare una delle due basi organizzando i dati in forma tableau tralasciando la f.o.
- Eseguire le operazione di pivot rispetto al primo elemento della base
o Ad esempio, se devo scrivere la cosa rispetto alla base [x4, x5, x| considero come
elemento di pivot x;
o Ad esempio, se devo scrivere la cosa rispetto alla base [x,, x5, x| considero come
elemento di pivot x,
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- Seriesco a seguito di tutto il pivot ad ottenere una soluzione ammissibile, posso applicare il
metodo del simplesso e risolvere.

Allego esempio grafico di quanto appena detto per chiarezza.

Consideriamo la base B = {r4, x5, 24} e verifichiamo se & una base ammissibile.

Organizziamo i dati in forma tableau tralasciando la funzione obiettivo. Ty B I3 Ty T5 Tg b

Ty -2 1 2 1 0 0]-—
ry T2 T3 T4 Ts e b 5 1 29 0 1 0
T, 2 -1 -2 |-1 0 0f1
! =4 ¥ |-1 2 -1 0 0 1
5 1 0 2 0 1 0|2
T -1 2 -1 0o 0 1]3
La soluzione associata alla base B = {xy, x5, 24} &€ x = (11, &9, 13,74, T5,75) =
(0,0,0,—1,2,3). Osserviamo che x; = —1 < 0, quindi la base B non & una base
ammissibile e il metodo del simplesso non puo, dunque, essere applicato a questa
base.
Condizioni primale/duale e passaggio al problema duale
(se problema di massimo va letta a rovescio) = -
Esempio 1 Vi, Rl R aldy o,
wt g v QL . -
‘ Primale (minc’x) Duale (maxu’ b) ‘ ;“;" ;E"‘ +i0"2 s S 1 g, LErimale (minc”x) | Duale (maxu7b) |
-L. 1 —X2 = . T o s
a/x2b; u =0
a'Tx > br' u>0 " -i_-X3 EZ "y alx<b; L <0
i x1 2% =3uU;s = -
3 _xz by a; x&® b; u; libera
a,Tx < b,' U 0 '_xl__'_l_‘—‘——;Tﬂ x: >0 UTAJ <g
= - % 20 | %<0 u'Arz2 g
a; x = b; u; libera e X3 Tibera | X Enera u_T_AJ = |
L TA. g
&) = 0 u AJ' = G A
i =l ey Aug 42 a3y G
x<0 u'A; = ¢ e
2 ek Ly % /’f.ugx_().u:‘ = od
x; libera u' A; = ¢ 3 ~
we iy, AT Iy R
+uy - Zuzg - Uy = 3
ULEO L{Z = ) M5Q\,b{ﬂ,&. Ly & L

Enunciare le condizioni di complementarieta primale-duale

Enunciato delle condizioni di complementarieta primale duale:

Dati un problema primale mincTx s.t. Ax = b, x € R% e il corrispondente duale

maxu'bs.t. uTA <c,u € R™, e due vettori ¥ € R? e &I € R7', ¥ e & sono soluzioni ottime
rispettivamente per il primale e per il duale se e solo se: X & ammissibile primale, & ¢ ammissibile duale,
ui(a;rx - bf) =0,vi =1..m,e (CJ —uTA}-)xj =0,vj =1..n,dove a;r elarigai-esimadide
A; ¢ la colonna j-esima di 4.

Dualita
Abbiamo il problema e la verifica di una certa soluzione. Quindi:

1) Verifica ammissibilita primale dela soluzione data = Sostituisco i valori della soluzione che mi viene
data dentro i vincoli e verifico se sono rispettate tutte le disuguaglianze

2) Passaggio al problema duale
a. Se ho problema di min passo a problema di max (o viceversa)
b. Considero come termini u; tutti i termini noti (compresi i loro coefficienti)
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c. Per ognivincolo, prendo tutti le variabili con coefficienti alla colonna i corrispondente alla
posizione u;, e:
i. Quando passo da min a max riporto I'opposto del segno della corrispondente
variabile di dominio primale
ii. Quando passo da max a min, riporto lo stesso segno della corrispondente variabile
di dominio primale
iii. senon c’e nulla per la variabile x; quando si scrive il vincolo duale, si vede come =
0 (questo anche per quando si deve trovare I'opposto tra min-max o max-min;
I’opposto di una uguaglianza € sempre una uguaglianza)

d. Siinseriscono i domini delle variabili, considerando che:
i. Se passo da problema di min a problema di max, il dominio delle duali corrisponde
allo stesso segno di uguaglianze/disuguaglianze delle variabili primali
ii. Se passo da problema di max a problema di min, il dominio delle duali corrisponde
all'opposto del segno di uguaglianze/disuguaglianze delle variabili primali

3) CCPD - Applicazione delle condizioni di complementarieta primale-duale
a. Primo pezzo: vincoli primali
i. Prendou; con "i" posizione della riga attuale e lo moltiplico per il vincolo primale
in posizione i portando a sinistra il termine noto (cambiando quindi di segno)
Es.—x; —x;+2x3+ x4, 212> u(—x; —x,+2x3+x,—1)=0
ii. Sostituisco quindi i valori della soluzione iniziale data nel vincolo e:
1. Se hounvalore > 0, allora questo viene considerato come condizione
2. Se ho unvalore = 0, allora non mi dice nulla e non lo considero (non posso
dedurre condizioni)
iii. Se ho vincoli di uguaglianza non posso dire nulla (deriva dall’lammissibilita primale e
non posso dedurre condizioni di complementarietd per la variabile x;) = no CCPD
b. Secondo pezzo: vincoli duali
i. Prendo x; con "i" posizione della riga attuale e lo moltiplico per il vincolo duale in
posizione i portando a sinistra il termine noto (cambiando quindi di segno)
Es.—u; —uy; <2=(—uy —uy, —2)x
ii. Sostituisco il valore di x; in quella posizione e faccio le stesse verifiche dei sottocasi
(1) e (2) della seconda condizione del problema primale
iii. Se ho vincoli di uguaglianza, devo verificare che non faccia gia parte dei vincoli; nel

qual caso lo considero (deriva dall’ammissibilita duale), altrimenti no

4) Sistema di equazioni CCPD e ammissibilita duale - Sistema di equazioni per I'imposizione delle
condizioni di complementarieta primale duale (ccpd) trovate e delle condizioni di ammissibilita
duale:

a. Metto insieme tutte le condizioni che ho trovato fino ad ora e vado a sostituire i valori di u;
oppure di x; che ho gia dal sistema di equazioni e risolvo trovando tutte le soluzioni

5) Verifica ammissibilita duale

a. Verifico se tutti i valori di u; soddisfano i vincoli duali (cio&, soddisfano le disuguaglianze)
b. Verifico se tutti i valori di u; soddisfano il dominio duale (es. u, = 2 soddisfa u, = 0)
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6) Conclusioni
a. (Happy Ending)
i. x &ammissibile primale (come da verifica)
ii. u & ammissibile duale (come da costruzione e da verifica)
iii. x,u sono in scarti complementari
iv. Le due soluzioni sono ottime per i rispettivi problemi primale e duale
v. Per verifica si confrontino i valori delle f.0. dei problemi primale e duale; saranno
uguali per il teorema della dualita forte
b. (Bad Ending) = Si noti che il problema chiede “dimostrare se & ottima”, cosa che negli
esercizi d’esame non capita mai
i. Lasoluzione trovata e I'unica soluzione del sistema di cui al punto 4 e, quindi,
I’'unica che soddisfa i vincoli duali di uguaglianza e che ¢ in scarti complementari
con la soluzione primale data. Tale soluzione pero non &€ ammissibile per il
problema duale. Pertanto non & possibile trovare nessuna soluzione ammissibile
duale che sia in scarti complementari con la soluzione primale data, che, quindi,
non e ottima

Branch and Bound
Minimo = [LB; S.A.]

Massimo = [S.A.; UB]
1) Individuare se si tratta di problema di minimo o di massimo

- Sesitratta di problema di minimo i LB aumentano (o non decrescono) di padre in figlio
o In questo caso avremo come struttura [LB; S.A]

- Sesitratta di problema di massimo gli UB decrescono (o non crescono) di padre in figlio
o In questo caso avremo come struttura [S.A.; UB]

2) Individuare nodi da poter chiudere

In generale, non chiudo i nodi che sono gia sviluppati (quindi normalmente, il nodo radice e nodi che hanno
dei figli) e poi:

- Sesitratta di problema di minimo
o Chiudo i nodi che hanno un LB >= S.A (tengo i nodi con LB < S.A)
- Sesitratta di problema di massimo
o Chiudo i nodi che hanno un UB <= S.A (tengo i nodi con UB >S.A.)

3) Intervallo ottimo / Intervallo in cui € sicuramente compreso il valore della f.o. / Miglior valore per una
soluzione ammissibile

Se si tratta di problema di minimo
o Considero il miglior UB (minimo) tra tutti i nodi (attuale soluzione ammissibile/incumbent)
e come LB il minore tra i nodi aperti (quindi, non Py, Py, P)
- Se si tratta di problema di massimo
o Considero il miglior LB (massimo) tra tutti i nodi (attuale soluzione ammissibile/incumbent)
e come UB il maggiore tra i nodi aperti (quindi, non Py, P, P,)
- Se si parla di miglior valore come soluzione ammissibile = Si cerca minimo-massimo tra tutti i
possibili nodi
- Se si parla di miglior valore come valore ottimo = Si cerca minimo-massimo tra i soli nodi aperti
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4) Quale sara il nodo sviluppato per primo in una strategia Best Bound First?

- Sesitratta di problema di minimo
o Sisceglie il nodo con il miglior LB (quello minimo) tra i nodi aperti
- Se i tratta di problema di massimo
o Sisceglie il nodo con il miglior UB (quello massimo) tra i nodi aperti

5) Si supponga che lo sviluppo di cui al punto precedente porti a due nodi figli, di cui uno ¢ relativo ad un
insieme di soluzioni vuoto. Si dia un esempio di valori di LB e UB relativi al secondo nodo, che consentano di
riconoscere subito la soluzione ottima del problema.

- Chiamiamo il nodo aperto per esempio P;; la selezione viene fatta solo nei nodi tuttora aperti,
compreso P,. Si deve considerare P, come figlio del nodo best bound first e Pg che porta ad una
soluzione non ammissibile (puod essere anche Pg e P, la sostanza € avere due nodi).

o Se per un problema di minimo, dobbiamo prendere un LB che rispetti la proprieta padre-
figlio (quindi >= LB del nodo padre), mentre prendo come UB una nuova incumbent, cioé
un valore che sia <= a tutti i LB presenti

o Se per un problema di massimo, Il LB deve essere una nuova incumbent, dunque >= dei
nodi che si vogliono chiudere (quindi, maggiore al loro UB), mentre I’'UB deve essere
compatibile con il fatto di essere figlio del nodo best-bound first, quindi essere <= UB del
nodo padre

- Ilvalore deve essere tale da permettere la chiusura anche del nodo P; oppure Pg, quindi
possibilmente dentro I'intervallo UB/LB individuato

- Normalmente, si puo avere lo stesso valore per UB e LB per semplicita (cosa comune)

6) Individuare possibili valori per UB per mantenere la coerenza con problema di massimo (vuol dire che si
avra “UB?” sul testo)

- Sesitratta di problema di massimo, gli UB decrescono (o non crescono) di padre in figlio; quindi,
I’UB dovra essere compreso tra I’'UB del nodo padre (come estremo superiore) e I'UB massimo tra i
nodi figli

- UB € [UB massimo nodi figli, UB nodo padre]

7) Individuare possibili valori per LB per mantenere la coerenza con problema di minimo (vuol dire che si
avra “LB?” sul testo)

- Sesitratta di problema di minimo, i LB crescono (o non decrescono) di padre in figlio; quindi, il LB
dovra essere compreso tra il LB del nodo padre (come estremo inferiore) e il LB minimo tra i nodi
figli

- LB € [LB nodo padre, LB minimo nodi figli]

Grafi

Domande:

- Siscelga I'algoritmo da utilizzare e si motivi la scelta:
o Quando si ha un massimo numero di archi/hop (anche se i costi sono tutti positivi) >
Bellman-Ford
= Posso applicare solo I'algoritmo di Bellman-Ford che e I'unico che dia la possibilita

di calcolare i cammini minimi con il massimo numero di archi. Infatti, & possibile
dimostrare che, all’iterazione k dell’algoritmo, le etichette corrispondono ai
cammini minimi che utilizzano al piu k archi. Applicheremo quindi Bellman-Ford
fermandoci alla k-esima iterazione, dopo l'inizializzazione.
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o Quando si hanno costi ridotti negativi 2 Bellman-Ford
= Sisceglie I'algoritmo di Bellman-Ford in quanto esistono archi con costo negativo.
Bellman-Ford & I'unico algoritmo visto in grado di garantire convergenza alla
soluzione ottima del problema dei cammini minimi in presenza di archi di costo
negativo, sebbene mediamente meno efficiente dell’algoritmo di Dijkstra, che non
garantisce di trovare la soluzione al problema dei cammini minimi se
esistono archi di costo negativo.
o Se costi ridotti tutti positivi e non ci sono max hop = Dijkstra, perché piu efficiente
computazionalmente
= Essendo tutti i costi sugli archi non negativi, possiamo applicare I'algoritmo di
Dijkstra, il piu efficiente tra quelli visti

Albero dei cammini minimi:

Archi corrispondenti ai predecessori dell’ultima riga; in altre parole, guardo I'iterazione rispetto all’ultima
volta in cui un particolare nodo é stato aggiornato, prendendone i predecessori.

Punio b) L’albero dei cammini minimi si ottiene
riportando  gli archi corrispondenti  ai
fer |A |B c D E F G Aggiornati predecessori letti nell’ultima riga della tabella:
h=0 | 0() | 4o0(s) | Hoo(x) | +oo() | +on(5) to(s) o) | A
=100 |5 |[-1A) | 3A) | +ew(o) “m(9 | 4w |B.CD
=2 o 4Dy -1 o) | sm) 3(0) +e(-) | B,D,E,F
h=310(- | 1D) 1{A) [ C) By 5(F) | 2(D) 4(F) B,E.F.G
h=4|0(-) | (D) L{A) | (C) 4(B) 2(D) E[13] E, G G
h=510(-) | D) 1{A) O 4(B) 2(D) 3(F) I

Grafo dei cammini minimi:

Tutti i cammini minimi; questo vuol dire almeno tutti gli archi dell’albero piu tutti quelli ammissibili a costo
<= rispetto all’albero (etichette ottime)

Il grafo dei camminimi minimi si ottiene
completando con tutti gli archi che soddisfano
all'uguaglianza il vincolo duale mj = m + ci:

- Siriporti un cammino minimo con al piu X archidaYaZ

Si costruisce la catena dei predecessori e si verifica la costruzione del cammino; normalmente, questo viene
fatto

- E possibile, basandosi solo sulla tabella precedente e senza fare calcoli, determinare I’esistenza di
un ciclo negativo?

Basandosi solo sulla tabella e senza ulteriori calcoli, & possibile determinare il ciclo negativo perché siamo
arrivati fino in fondo ai calcoli con etichette instabili (quindi, con nodi appena aggiornati o su cui si ha avuto
almeno un aggiornamento).
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Note fattuali:

- Quante iterazioni fare? Tante quante il numero di nodi.

- Non possiamo parlare di albero dei cammini minimi qualora si parla di massimo numero di archi;
possiamo invece individuare dei cammini minimi (nel senso che potremmo avere cammini a costo
inferiore che perd hanno pil archi e questo non vale).

- Se la lista dei nodi aggiornati & vuota, le etichette sono stabili e pertanto e possibile determinare
albero o grafo dei cammini minimi; altrimenti no.

- Riportare i passi dell’algoritmo scelto in una tabella e giustificarne i passi.

Bellman-Ford
Indicazioni teoriche (da scrivere in esame)

Si utilizza una tabella che riporta una riga per ogni iterazione dell’algoritmo. Ogni colonna della tabella e
dedicata ad un nodo e riporta, iterazione dopo iterazione, I'evoluzione delle rispettive etichette. L'ultima
colonna riporta i nodi aggiornati nel corso dell’iterazione: all’iterazione successiva & sufficiente controllare
solo gli archi uscenti da questi nodi (vincolo di Bellman).

La tabella riporta al riga 0 di inizializzazione e una riga per ogni iterazione. All’iterazione h si controllano gli
archi (i, j) uscenti da ciascun nodo i nella colonna Aggiornati alla riga h- 1, e si aggiornano i costi e i
predecessori del nodo j all’iterazione h qualora I'etichetta del nodo i all’iterazione h—1 piu il costo
dell’arco (i, j) sia strettamente minore dell’etichetta corrente del nodo ;.

L’algoritmo si ferma qualora la lista dei nodi aggiornati sia vuota (convergenza delle etichette ai costi dei
cammini minimi da A verso gli altri nodi).

Indicazioni pratiche (per capire le cose)
Nell'individuazione dei cammini minimi, ricostruisco la catena dei predecessori:

- Partendo solo nel disegno dall’ultimo nodo e poi vaglio tutte le alternativa prendendo gli ultimi
nodi aggiornati e, tramite i predecessori, costruire un percorso minimo fino al nodo origine
o Se ricostruendo i cammini minimi, torno su un arco gia trovato in precedenza, in quel caso
ho un ciclo negativo

Esempio di tabella e cosa scrivere per BF:

Iterazione Nodo A Nodo B Nodo C Nodo D Nodo E Nodo F Aggiornamenti
Inizio N +00, 400, +00, 400, +00, A
h=1 VN 34 24 +00, +00, +0, B,C
h=2 0x 34 24 9p 4. 9. D,E,F
h=3 0x 34 24 5g 4. 6y D,F
h=4 0, 34 24 5g 4. 6g F
Dijkstra

Indicazioni teoriche (da scrivere in esame)

Legenda della tabella (la scrivo io per chiarezza di contenuto questa, ndr; occorre giustificare i passi):
- D rappresenta I'etichetta minima di ogni iterazione
- Srappresentano le etichette ancora da fissare
- Il segno * rappresenta I'etichetta fissata
- Il segno — rappresenta I'etichetta controllata ma non aggiornata (normalmente ha stesso costo
rispetto a quello che attualmente ha e quindi non vado ad aggiornare)
- Il segno x rappresenta I’etichetta non controllata perché il nodo e gia fissato

Scritto da Gabriel



14 Sintesi di tutti i passaggi

- Gli spazi vuoti servono per indicare che non considero piu I'etichetta nelle varie iterazioni in quanto
fissata
- L’algoritmo termina quando non ci sono pit nodi in S

Iterazione NodoA | NodoB | NodoC | NodoD | Nodo E | Nodo F S 1%
Inizio 0, +00, +00, +00, +00, +00, A B CDEF

h=1 * 34 24 +00, +00, +00, B,C,D,E,F A
h=2 - * 9p 4. 9¢ B,D,E,F C
h=3 * 5g - 65 D,E,F B
h=4 - * - D,F E
h=5 * - F D
h=6 * [0) F

Ad ogni iterazione, percorriamo il grafo e scegliamo il percorso con costo minore. Ad ogni iterazioni,
scegliamo e fissiamo un’etichetta che ha costo minore, aggiungendo un’etichetta all’insieme di quelle
fissate e controllando quanto accade per le altre (segnando etichette controllate ma non aggiornate oppure
non controllate perché il nodo é gia fissato).

Si procede inoltre con le verifiche della condizione di Bellman (vincolo duale) sugli archi che escono
dall’etichetta minima e portano nodi nell’insieme dei nodi da fissare. Le etichette calcolate e i relativi
puntatori rappresentano, rispettivamente, una soluzione duale ammissibile e i predecessori su dei cammini
dall’origine ai diversi nodi.

L’algoritmo termina quando tutte le etichette sono state fissate, cioé quando tutti i nodi di S vengono
trasferiti in S e quando tutte le etichette sono state correttamente fissate, quindi S = @

AMPL

Non appaiono quasi mai all’esame e normalmente si tratta di tradurre le sommatorie in un file .mod; al
massimo, puo capitare di dover scrivere un file .dat e, in quel caso, anche il file .run.

Si segua questa struttura logica.
File.mod:

- Avere un set per indicare gli insiemi
- Avere dei param indicizzati con le graffe degli insiemi = es. 0; sara param 0{I};
- Levariabili intere sono >=0 integer
- Levariabili reali sono >=0 e basta
- Levariabili comprese tra 0 ed 1 sono binary
- Laf.o. viene scritta con maximize/minimize e poi nella forma due punti — indici di riferimento
- Normalmente, i vincoli sono con s.t. e:

o L’indice piu esterno e quello per cui viene scritto il vincolo

* Es.Indice piliesterno éjealloras.t. v1{jinJ}: {sumiin I}

- Attenzione a mettere (costante * variabile)

o Cioé scrivere 2 x x; e non 2x;
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File .dat:

Si descrivono gli insiemi con := su una sola linea
Si descrivono eventuali parametri costanti con :=in linea
| param vanno con := se in una sola linea, altrimenti
o Sein forma matriciale (es C{I,J} diventa con I in colonna e J in riga; la forma di scrittura &
nome parametro,:=,] inriga e :=,poi mettendo I inriga
Si aggiunge (tr) per mettere I inriga e J in colonna
Ricordarsi di mettere i punti e virgola da tutte le parti, specie dopo le variabili matriciali

File .mod:

reset

model file.mod

data file.dat

option solver unoqualunque

solve

display funzioneobiettivo, variabilel, variabile2, etc.

Esempio notevole e di studio:

6.

Si vuole risolvere con AMPL un problema di trasporto di alberi da un insieme di origini [ a un insieme di

destinazioni J. Ciascuna origine | mette a
disposizione 0; alberi e ciascuna
destinazione richiede D; alberi. Il costo
unitario di trasporto da i aj ¢ Cj; e si ha
un costo fisso F; per |'organizzazione dei
trasporti da ciascuna origine i Non ¢
inoltre possibile organizzare il trasporto
in pit di N origini. [I modello per la
minimizzazione dei costi ¢ riportato
affianco ¢ utilizza le variabili x;; per
indicare il numero di alberi trasportati da
iaj, ey che vale |1 se si organizza il
trasporto da i, 0 altrimenti.

min Ci;'xi;'_ZFi}’f
iELjE] Ler

st Zx” >D , VjEJ
[el

in-,-:_: 0y, , Viel

JET
Z}',‘ <N

=

a.

xij €Ly, yi€{01}, Vi€l, je]

Si traduca nel linguaggio AMPL il modello proposto (file .mod).

b. Si produca il file .dat per I'istanza con origini Croazia, Svezia, Gran Bretagna e Canada (disponibilita

di 1000, 2000, 3000 e 4000 alberi rispettivamente), destinazioni [talia, Francia ¢ Germania (con
richieste di 5000, 3000 e 2000 rispettivamente), N = 3, costi fissi F; di 1000 euro per tutte le origini,
e costi di trasporto verso [talia, Francia e Germania (nell’ordine) pari a: dalla Croazia 10, 20 e 30 euro;
dalla Svezia 40, 50 e 60 euro; dalla Gran Bretagna 70, 80 ¢ 90 euro; dal Canada 100, 110 e 120 euro.

Si seriva uno script di AMPL (file .run) che risolve |'istanza specificata e visualizza il valore della
funzione obiettivo e delle variabili per una soluzione ottima.
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Punto al
set I; set J;
param 0{1}; param D{1};
param C{I,]}; param F{I};
param N;

var x{I,1} >=8 integer;

var y{I} binary;

minimize fo: sum{i in I, j in 31} C[i,j]*x[i,7] - sum{i in I} F[i]*y[i];
s.t. d{j in J}: sum{i in I} x[i,j] »= D[i];

s.t. ofi in I}: sum{j in 3} x[i,j] <= O[i] * y[i];

s.t. n: sum{i in I} y[i] <= N;

Punito b)

set I := Croazia Svezia GranBretagna Canada;
set ] := Italia Francia Germania;

param : F 0:=

Croazia leae 1668

Svezia leae 2668

GranBretagna 1688 3066

Canada 1888 4666;

param D := Italia 58868 Francia 3888 Germania 2008,
param N := 4,

param C : Italia Francia Germania :=
Croazia 1@ 28 38
Svezia 48 5e 68
GranBretagna 78 ae 98
Canada 166 118 128;

Punto ¢}
reset;

model ampl.mod;

data ampl.dat;

option solver cplexamp;
solve;

display fo, x, y;
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